
��� ������ 	�
 ������� ���� �	 ������������

���� �����	
����
����������	 
� ��������� �����	 
� ��	����� ���������� 
� �����������

���������������
�

��������� �� �
������ � �
��
������ �
�	�
���� � ���� ���� �
�Æ������ ���� ��� ��
����� 
�� �� ����� �
�Æ����� ��� ������ ��� ���� �
��� �
� ��� ���� �

�� 
� � � ��
�
����� 
� �
��� ���� ��
�� 
������� �	 
���� ����
���

�	
 ����� !

�� 
� �
�	�
���� �"���
��� �
��� �
� �
������ �

��

���	���
� #�$�%� ��&�$

� ���������	��

��� ��� �����
���� �� ��
� ����� �� ����
��
�� ��������
�� ���� ��
� ��Æ�����
�� �� ������
�� �� �
�� ���� 
�������
����� �� ��� ������
�� ���
����� ��� ��
�
������ ������ �����
��� ��� ��
� ����� 
�� ������ ��� ��� ��
���� �� ��� ������ ��
�
�����
� ��� �����
���� ��� ����� �� ��������� ��������
�� ��� � !���� �����
�����
� ������
 ��� 
 ��������
� �� �
�� ���� ��
� ������ ��� ��
���� 
 �������
�� "� #�� �$ �

!�� 
��������� ��� ��� �����
���� �� ��
� ����� �� ��������
�� ���� � 
��
�
��� �� 
� �����
� ����%�����
�� �� ��� ������� �� ��� �
����� ���� &��� ��
'����� �� 
�� �( � )� *� +
� ��, -� !�� �.����� �����
���� �� ��� ��
� ����� ��
����
��
�� ��������
�� ���� ��
� ��Æ����� �� 
 �
�� ������� 
�� �� �
� ����
��������� ���� ���������� 
�� �����
����
� 
����
��� �� 
�
����� &��� #�
������/�� ������� �� � �� ������� �, � +� 0� 1�����
2�� ��3 �

!�� �.����� �����
���� �� �������� ����� �� ����
��
�� ��������
�� ����
��
� ��Æ����� �� 
��� �����
�� �� ����
���� ������
� �������� &"� 4��5������
�6 � 0� *7��2���� �8 -�

9� ���� �
��� �� ������ ��� ������ ��� ��� �������� ����� �� 
 ��������
� �
���� ��
� ��Æ������ 9�

� &�- : ���
� ; � � �; ���

��� � �����
����� � � � �;��� � ���� �� � 3


�� �� ������ �� � ��� ���
���� 
������� �
��� �� ��� ���
���� ��Æ������ ���
������ 
�� ����� 
� �������� �� �� ���� �� ��� �������� ��Æ����� ��� � � � � ���
��� ������ � 
�� �� ����� � � � � <�� ������� ���� ������ ����� ������ ���
��� �������� ����� ��
� ��� �����
��� �� "� �� *����������� �= � >� 
��� ���
��
������ ��� ���������
�� ����� 
�� ���
�� ���� ���� ������� �� '
��
��� 
��
'����
���

� '� (� '����� )� *������� ������� ����������	��
� �����������
� ��� ������ �
���������� �� ����� �� ������ �� ��� ���� �������
 �� ������� ��������

Journal of Universal Computer Science, vol. 11, no. 12 (2005), 2125-2131
submitted: 29/9/05, accepted: 1/11/05, appeared: 28/12/05 © J.UCS




 ������ �� ��� ���	�	�� �����

9� ���� ������ �� ������ ����� ������ ��� ��� ��
� ����� �� 
 ��������
� � 
�
�������� �� ��� ��5� �� ��� ���
���� ��Æ������

��������� ���

� &�- : �� � 	��
���� � � � � � 	��

���� ;
�

� �����������

���
��� �

���� 	�� 
 
 
 � 	� � 3 ��� �� � 3 	
� ��� � � �	�� 
 
 
 � 	��

��� ������

��&� - : �
�
�

&�	�-
���� � 
 
 
 � &�	�-����

�
�� �� ����� �
��� 	
� ��� �
������ �

�� 
	 � 

����	� ������� � � 3� >� �
��

�� &�-� � �� � 	��
���� � � � � � 	��

����

:
�

�
&�� � �	��

����- ; � � �;
�

�
&�� � �	��

����-

:
�����

�
&��� � �	�- ; � � �;

�����

�
&��� � �	�-

!�� �
�
������� �� ��� �
�� ��� 
�� ������� �������� 
� ���� 
�

� � &�	�-
���� � 
 
 
 � &�	�-���� �

���� ��� ������

��&� - : �
�
�

&�	�-
���� � 
 
 
 � &�	�-����

�
�� 
� ����� ����� ��� ��� �������� ������ �


����� � � � ��
��������� ��� ����� ��� 	
��
���� ����� �
��� 	
� ��� �
������
���� �

���

��&� - : , ��
��	
����

� � 
 
 
 � 	
����

� � 


���� ���
��� �� ��
��������� ����
� ���
 ������� ���������! �
����� �	 ���!
�"��� ��� �
��� �� �� 
������� ���
��� ��� ��������
� 
	 ��� ���#�� �
������
�

� 
	 ��� ���
$����� �
�!�
����

����&�- : �� �
��

���

	� �
���� 


��� ��������
� 
	 ��� ���#�� �
������ �

� 
	 �
�!�
����� ���� �������� $
%
�Æ$����� �"$������ ��� �
������ 
�� ���� ���
����� �����$���
�� �� &���$���
���������$� �'�

2126 Stefanescu D.: New Bounds for Positive Roots of Polynomials



��� ��������
�� ���� 
� ���� ������ �� �
��
����� �� ����� 
 ��.����� ����� ��
����� �� ��� ���������

�������� ��� � &�- � ���  �� ��$� ���� ��� ������ 
	 �������
�� 
	 �����

	 ��� $
�Æ$����� �� ���� (	

� &�- : ���
�� � 	��

�� ; ���
�� � 	��

�� ; � � � ; ���
�� � 	��

�� ; �&�- �

���� �&�- � �� ��  � �� � 3� 	� � 3� �� � �� � ���� 	
� ��� �� ��� ������

��&� - : �
�

��
	�
��

����������

� 
 
 
 �

�
	�
��

����������
�

�� �� ����� �
��� 	
� ��� �
������ �

�� 
	 ��� �
�!�
���� � 	
� ��! $�
�$� 
	
��� 
 
 
 � ��

����	� ������� � � 3� >� �
��

�� &�-� � ���
�� � 	��

�� ; � � �; ���
�� � 	��

��

: ���&���
����� � 	�- ; � � � ; ��� &���

����� � 	�- �

���� �� ������� �������� ���

� � �
�

��
	�
��

����������

� 
 
 
 �

�
	�
��

����������
�



�

����������� �	 
������

>� ?��� ���
�� ��� ����� ��&� - ���� *�����������@ ����� ��&� -�

��� � : � �� �
�� �� : 	
����

� � ,	
����

� : ���

��� � � , 
�� � � ,�� &� � � � �- �� 
��
�� �
�� ��&� - � ��&� -�

9� �� �������

� &�- : $�� ��	 ; 3
333$�
 ��� ; 3
3333$�� ; 3
333333$� � �

�� ���
��
��&� - : 3
(6 � ��&� - : �
6$ 


0��� ��
� ��� ���� ����� ����� ��� ��� ������� ����� �� ��� ��������
� �
�� 3
(,8 �

��� ��������
�� ���� 
� ���� ������ �� ����� �� 
��� ���
�� ��� �����
��&� - ����� �� !������ ,�

'��
��&�- : A�� ��� ; =�� � A� ; 3
33� �
��&�- : �
 � �
3��� ; �� � �
�� ; 3
� �
��&�- : A�� ��	 ; =�
 � A�� ; 3
33� �
��&�- : �3�� � �=�
 ; �3�� � �A� ; � 


>� �
��

2127Stefanescu D.: New Bounds for Positive Roots of Polynomials



�� �� �� �
����� �������� ����
�� �
,B6 , 3
$,8 3
$,�
�� ,
3, ,
3$8 �
3,$ �
33A
�� �
�$8 , 3
=BA 3
=,B
�� �
AB= ,
,8A �
�$� �
�,�

!�� ����� ��&� - ����� �� �
�� 
��� ������ �������� ��� �
�����
� ������C
��
��� ��� ������ ���� �� !������ , 
� ���� �� ������ ������ ������ ��� ���
������ ��� 
 ����� ��������
� ���� ��
� ��Æ����� �
���� 
� ��
�� ��� ���
����
�Æ���� ����� 
��� �� �����
�� �����
� �
�� �� ������� ��� �������� ��Æ�����
��� � � � � ��� 9� 	��� � � ��� �����
� ���� �� ��� �� � �� �
���
�� ����� ���
	��� � � ��� �����
� ���� �� ��� �� � �� �����
��

� ������ �������	�� ��� ��	��

D ���� 2���� ������ �� '
��
��� &���� ��� ��
����� �A - ����� 
� ����� ����� ���
��� �������� ��
� ����� �� � 
� 
 ������� �� ��� ��5� �� ��� ���
���� ��Æ�����

�� ��� ������ � �� �������� ��Æ����� �������� ��� ?��� ���
���� ���� !��
����� �� '
��
��� ��

� ; &���-
������� �

����� �� �� ��� ��
���� &��������- ��Æ���� �� � 
�� � ��� �
����� 
��������
�
��� �� ��� ���
���� ��Æ������

>� ���
�� ��� ������ ��� ��� �������� ����� ���������� 
�� �������� ��Æ�����
�������� ��� ?��� ���
���� ��Æ������ >� ���
�� ����� ������ ���� �������
�� ���������
�� ����� �� '
��
��� 
�� '����
���

��������� ��� � &�- : ���
� ; � � � ; ���

��� � �����
����� � � � � � �� �

���  � ���� ��� �� � 3� ��� ���� � 3 
 )��
��

� : �
�
�
�� E ��. &����- � 3

�



��� ������

� ; �
�

��
�

,&��� ; � � �; ;,���� ; ����-

����������

�

�
�

,&�� ; �� ; � � �; ��-

����������
�

�� �� ����� �
��� 	
� ��� �
������ �

�� 
	 � 	
� ��! � � ��� ,� 
 
 
 ��� 

����	� '�� � � �� � � �� >� �
��

2128 Stefanescu D.: New Bounds for Positive Roots of Polynomials



�� &�-� � ����
� ; � � �; ���

���� � ������
����� 	; 
 
 
	 ���

� ���
� ; � � �; ���

��� ��&������ ; � � �; �-

� &�� �
� ; � � � ; ��-�

��� ��
���� � �

�� �

:
&�� �

� ; � � � ; ��-&� � �-���� ��

�� �
� ���� ;

�

�� �



&�-

!�� �
�� ����� �
�� ���� �� &�- �� ������� �������� �������� ��
�

&�� �
� ; � � �; ��-&� � �-���� � � 
 &,-

0�� ��� � : � ; � 
�� ���� ��
� �� � � ; �� ��� 
�� � � �� 9� ������� ��
�

&�� �
� ; � � �; ��-&� � �-����

� &��&� ; ��- ; � � � ; ����&� ; �- ; ��- �
�����

: &��� ; � � �; ,���� ; ����- �
����� ; &�� ; � � � ; ��- �

�����


!�������� &,- �� �
���?�� ��

&��� ; � � �; ,���� ; ����- �
����� � �, �

&�� ; � � � ; ���� ; ��- �
����� � �, 


!���� ���F�
������ 
�� �
���?�� 
� ���� 
�

� � �
�

��
�

,&��� ; � � �; ;,���� ; ����-

����������

�

�
�

,&�� ; �� ; � � �; ��-

����������
�



!��� ������ ��
�

� ; �
�

��
�

,&��� ; � � �; ;,���� ; ����-

����������

�

�
�

,&�� ; �� ; � � �; ��

����������
�

�� 
� ����� ����� ��� ��� �������� ����� �� ��� ��������
� � � �

>��� � : �� ����������� � : � �� !������ A �� ���
��G

2129Stefanescu D.: New Bounds for Positive Roots of Polynomials



��������� �� ��� �������

�� : � ; �
�

��
�

,��

��������

�

�
�

,&�� ; ��-

����
�
�

�� : � ; �
�

��
�

,&��� ; � � �; ;,���� ; ����-

����

�

�

,&�� ; �� ; � � �; ��-

	

��� ����� �
���� 	
� ��� �
������ �

�� 
	 ��� �
�!�
���� � 

>� 
��� ���� ��� �
���
� ������ �� '
��
��� 
�� '����
��G

�� : � ;

�
�

��

��������

�

�� : � ;
�

�� ; � � �; ;����

&�� '� �� H�������� �B -


�� ���
�� ���� ���� ��� ������ �� )�����
�� $�

>� �
��� ��� ��
������
�� � �� �� �� � ,�� �

�� � �� �� &�� ; � � �; ��-� � ,&��� ; � � �; ����-� �

���������� ���� ��������� ������

>� ���
�� ��� ������ ��&� - 
�� ��&� - ���� ��� �
���
� ������ �� "�%'�
'
��
��� 
�� 1� '����
���

'��

��&�- : �
 ; �3�� � 6��� ; � �
��&�- : $�	 ; �
 ; �� � A 
�� � $�� ; � � B �
��&�- : �� ; A�	 � A�� ; ,�� � $�� ; � � ,
B �
��&�- : �� ; A� ; ,�� ; �	 � $�� ; �� � $�� � A 


>� �
��

�� �� �� �� �
����� �������� ����
�� 8
8� 6, 6
B, 6
B, $
,=
�� ,
38 , �
8B �
B, �
�6
�� ,
B= , ,
,B �
6A �
�,
�� ,
$� �
66 ,
�8 �
$, �
3=

2130 Stefanescu D.: New Bounds for Positive Roots of Polynomials



!�� ��������� �
��� ����� ��� �
���� �� ��� ������ �������� �� ��� ��������
������G

�� �� �� �
����� �������� ����
�� =
8� �B
6, 6
� $
,=
�� ,
86 ,
3= / �
�(
�� �
8� ,
88 / �
�,
�� �
6$ ,
6A / �
3=

0���� ��
� ��� ����� ��&� - �� 
��� ������ ��� ��� �����
���� �� ��������
��
���� ��
� ����� ����
����� ��� ������

���������

$� �� ������� 	� �
����+ ����������	� ����
���� (���� �� ,���� � ������
�$-.%��

&� 	� �
����+ '
���������	 / 0������������ (1�����

1� (���� �� ,���� �
2�� 3
�1 �$--4��

5� �� ��
����� �� ������+ ���������
  ����
 �� �!�������� �
���� 2��
3
�1 �&66%��

4� �� ��+ 7�� �������
� 
� �
�	�
������ "����� #����� �� $89&$ �$-:4��
%� �� �� �
������+ ����� ������ �
 ��� ���� �

�� 
� �
�	�
���� �"���
���
����� #���� #�����
� ��� :6.9:$% �$-%5��

:� �� �
��
�
+ '
�������
� 
� �
��� �
� ��� �
������ �

� 
� �  ������
����� 
� �
�	�
����� ���� ���������
��� �� $�������� #������ ��� ���������
������� %��� ���������� �� ������������ ��������� ��� ��
����� �������
&666�� ������ &���� ��� (���� ��� ,����� �&665��

8� �� �� �����������+ �
��� �
� �
������ �

�� 
� �
�	�
������ '� �����(
��� #����� ��� &4$9&44 �$-.:��

.� �� � �
!"���+ 2
�� 
� ��� ��������
� 
� ��� 
���� 
� �
���� ���� 
� �
��
��������� ����
��� �$ � ��� %&%9%&. �$--&��

-� 	� ���
� �� #��$�
�� �� � ��+ 0 �
��������� �� 
����� �
� ;��<
�� ��� �=��� �

�� 
� �
�	�
����� ���� �
������� ���� �
�Æ�������  �����
������ &���� ���� %$9:4 �&66&��

$6� %� �� &��"����!��+ '
���������	� ����� #���� &���� ���� 8%&98%%
�$--%��

$$� �� ��� + 0 �
�� 
� �	����
��� �
�	�
������ #���� &������ ��� :-98& �$-:.��
$&� #� �� %��+ )���������� ������� �� ����������� �������� >=�
�� ���������	

����� �&666��

2131Stefanescu D.: New Bounds for Positive Roots of Polynomials


